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Nimeros complejos

En el cuerpo R de los niimeros reales no tiene solucién la ecuacién 22 + 1 = 0. Para
resolver este problema se hace necesaria una nueva ampliacién del concepto de nimero
introduciendo un nuevo elemento, 1, que verifique dicha ecuacion, y construyendo un nuevo
cuerpo que contenga a IR y a este elemento.

5.1. Definicién. Cuerpo de los niimeros complejos

En el conjunto IR? de los pares ordenados de mimeros reales se pueden definir las
operaciones suma y producto de la forma:

(a,) + (c,d) = (a + ¢, b+ )
(a,) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

que lo dotan de una estructura de cuerpo. Este cuerpo se denomina cuerpo € de los
nimeros complejos.

Ademas, el cuerpo IR de los nlimeros reales es isomorfo al subcuerpo de los niimeros
complejos de la forma (a,0).

El mimero (0,1) verifica (0,1)(0,1) = (—1,0) por lo que este niimero, denotado por i
y denominado unidad imaginaria, verifica que 12 = —1.

La expresion mas intuitiva de un niimero complejo es su forma binémica, que definimos
a continuacion.

5.2, Definicién. Forma binémica de un miimero complejo

Se llama forma binémica del niimero complejo z = (z,y) & la expresion z = z + yi
donde 1 es la unidad imaginaria, z se denomina parte real de z e y parte imaginaria de 2

denotandose
z=Rez y=Imz

COMENTARIOS:
i) El mimero complejo z + yi se puede representar en el plano IR? como el punto de
coordenadas cartesianas (z,y).
ii) El cuerpo € es algebraicamente cerrado, es decir toda ecuacion polinémica con coefi-
cientes complejos tiene solucion en €.
iii) € no admite un orden total compatible con la estructura de cuerpo.

5.3. Operaciones elementales con niimeros complejos
Dados los niimeros complejos en forma bindmica z; = zy +y11 ¥ 22 = 3 + 2t se tiene

ntn=(ztz)+(n Lk
7z = (2% = yiye) + (2192 + 22 )i

(es el producto de los binomios teniendo en cuenta que i* = —1)
Y si z3 # 0 entonces
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s _ (21 + wii) (22 — y21) _ izt ny |, T2hn -Ixyz'.

2 (watyet) (a-ya) o3+ud 23+
En particular, el inverso del nimero z =z +yi # 0 es
1 T 8 “m
: Bty -:tﬂ-i-y"

5.4. Potencias de la unidad imaginaria
Observemos que dado que i = —1 las primeras potencias de la unidad imaginaria son
=i #=-1 == i'=1
=y i*=-1 £ =—i ete.

Para calcular 1" con n € Z basta elevar 1 al resto de la.division de n entre 4,

. s - - ’ x=x+'q
5.5. Definicién. Complejo conjugado 7 :
Se llama conjugado del i % I
nimero complejo z = 4yt " |
al nimero 7 = z — yi. i |
Y [
N [
~
S |
~
~ |
s
~
Fie 11 - maly

5.6. Propiedades del conjugado

a) Para todo z € € se verifica 7 = 2.

— —

b) Sizj,2p € Centonces 2y +2:=%14+7 ¥y Tia=7% 22
Ysiz,;eo.(ﬂ):f—l
2 23

2+7Z eImz=Z;z

de donde se deduce que un

¢) Para todo z € € se verifica Rez =
mimero complejo z € IR si y solo si z = Z.

5.7. Definicién. Médulo y argumento de un niimero complejo

Dado el nimero complejo z = z + yi se define el médulo de 2 de la forma

2l = Vot +
y el argumento de z es un angulo 8, denotado arg z, que verifica
z = |z|cos @, y = |z|sen@
Observemos que dado que las funciones trigonométricas son periédicas hay infinitos

argumentos de un nimero complejo. Llamaremos argumento principal de z # 0, y lo
denotaremos Arg z, al inico argumento 8 € [0,2x).

NOTA: Se puede calcular el argumento de z = = + yi con z # 0 teniendo en cuenta que
tgf = -g y los signos de z e y.
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5.8. Propiedades del médulo y argumento
a) |z| 20 VYzel.

b) |z2]=0 = 2=0.

c) |zP=2z VzeC

d) |+ 2| < || +|22] Vaz,22€ €

e) |lz1za| = |21||za] V2,22 € €

f) Si 6; es un argumento de z; y #; es un argumento de z; entonces #; + 6; es un
argumento de 2y - 23 y 6; — 6, es un argumento de ? cuando 23 # 0.
2

5.9. Forma médulo-argumental de un nmiimero complejo

La expresién en forma médulo-argumental de un nidmero complejo z es el par (p,8)
donde p = |z| y @ es un argumento de z.

NOTAS:

1) La expresion binémica de un nimero complejo equivale a utilizar coordenadas carte-
sianas en IR®, mientras que la expresion médulo-argumental se corresponde a las

coordenadas polares.
— — — 9 z=Xtly
y |
|
X
Fig. 1.2
Se verifican las relaciones del cambio de coordenadas
z = pcosf
y = psenf

2) Para operar con niimeros complejos se utilizaré la forma de éstos en la cual los calculos
sean mas sencillos, por ejemplo el producto y el cociente de nimeros complejos en
forma médulo-argumental admiten una expresion muy simple:

zn2z; = (p1p2,6; + 62)
7
Esto permite una sencilla interpretacion geométrica para el producto de dos nimeros

complejos. El nimero complejo 2y 2; tiene por médulo el producto de los médulos de
2y ¥ 2 y por argumento la suma de los argumentos.
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En particular, multiplicar un mimero complejo z por otro de médulo 1 y argumento
6 supene un giro de 6 radianes.

5.10. Definicién. Exponencial compleja

Dado ¢ € R se define ¢'¥ = cosy +isen .
Asi, dado un mimero complejo 2 = z + yi la exponencial de 2 es

z

e* = e"(cosy + iseny)

5.11, Teorema.

Todo niimero complejo 2 puede expresarse de la forma
2 = pe'?

siendo p = |z| y 6 un argumento de 2.
Asi, z = 2 +1y = pe'® = p(cosf + isen ).

5.12. Propiedades de la exponencial compleja
a) &=1
b) e #0 Vze L.
c) efte®r =entta Yz 20 € C.
d) |e*] = eRe* Vzg €.
e)ef=1 4= z=2%mi conkel
f) e =e" <& 2z -2 =2kmi conk € Z (Lafuncién exponencial compleja no
es inyectiva).

5.13. Potencia de un nimero complejo. Férmula de De Moivre

Para calcular una potencia entera 2" = z 2 z de un nimero complejo puede utilizarse
la férmula del binomio de Newton si z est4 expresado en forma binémica, pero si n es grande
el proceso resulta laborioso. Si se tienen el médulo p y el argumento # de z se puede obtener

facilmente z™ ya que
n n ind

= (pe)" = pre
o lo que es lo mismo:

(%) 2" = p"(cosnf + i senné)

Matematicas |. Ingenieria en Sistemas Industriales pdg. 4



Universidad
Francisco de
Vitoria

Tema 2. Los numeros complejos

UFV Madrid

es decir z" tiene modulo p™ y argumento né.

La expresion () se conoce como férmula de De Moivre y, ademds de su utilidad en
este co'ntexto, se puede aplicar para obtener relaciones entre las razones trigonométricas
de un dngulo y la de sus multiplos enteros.

5.14. Raices enteras de un niimero complejo
Dado el niimero complejo z = pe® # 0 existen n nimeros wg, k = 0,1,...n —1 que
verifican (wg)" = z, es decir son las raices n-ésimas de z. Adems, estos nimeros son

f42kn
wp= Ype€ = k=0,1...n-1
COMENTARIO: Todas las raices de un niimero complejo z = (p, 8) tienen el mismo médulo

. . o s
Y/p y sus argumentos se obtienen empezando en — e incrementando sucesivamente =
n

radianes.
Esto se puede expresar

8 2%
Wy = ('/ﬁe'n, wkzeln Wh—1 k=1,_,.n—1

5.15. Definicién. Logaritmo de un mimero complejo

Dado el nimero complejo z = (p,8) # 0, un logaritmo de z es un nimero complejo w
tal que e¥ = 2. Se denotard w = log z y se verifica que log z = logp + i(6 + 2k7) es decir,
log 2 es un mimero complejo cuya parte real es el logaritmo (neperiano, real) del médulo
de z y cuya parte imaginaria es un argumento de z.

El logaritmo principal del niimero complejo z es logz = logp + 16 donde 6 es el
argumento principal de z.

5.16. Definicién. Potencias de base y exponente complejos
Sean z,w € €. Se define z¥ = e»lo8 2,

COMENTARIO: El valor z% no es unico.

PROBLEMAS RESUELTOS

13. Calcular (8- %)(24 %)
— 202+ ;
a) (3 z 4|) b) '5737
SOLUCION:
a)
(3—-2i)(2+3i) (6+6+9%—4) 12+5i
(3-4) 3-4 S 3-4
_ (1245i)(3+4i) _ (36— 20) +i(48 + 15)
(3—4i)(3+41) 9+16
16+ 63i
2%

b) De acuerdo con el resultado 5.4, 1°787 = j#1446+3 — 3 —
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14. a) Expresar en forma médulo-argumental el nimero complejo z =1+ .
b) Expresar en forma bindmica los nimeros complejos cuya forma médulo-argumental es

@37 (%)

SOLUCION:
a) [z|=p=\/1+1-—1-\/§

0=argz=arctgi= + .

¢
(4}

]
W=

> x ; ;
La solucion es 8 = 1 ya que I + 1 se encuentra en el primer cuadrante.

Entonces, z =141 = (\/ﬁ,g)

b) z= (2,3) =1z +1y, siendo z = 2cos — =0,y=23en% = 2, Por tanto, z = 21,

2 2
g = (\/ﬁ,ig) =z 4+ 1y, siendo z = \/Qcos?iE ==l 9= \/fsen%;—r- = 1. Por tanto,
z==141.
.
15. Calcular
a) (1+4i)° b)(1+i)*
SOLUCION:

a) Se utiliza la férmula del binomio de Newton
. 3 3 3 3 2 . 3 ~ 2 3 3 . : LON
(14 4) = 0 1°+ { 1%(42)+ 9 (40)"+ 3 (41)" = 1412148 -64i = —47-52u.
; w ‘
b) Alser14+i= (\/ﬁ, Z) se tiene

(14i)t= ((\/5)‘42) = (4,7) = —4 + 0i.

NoTA: Compruebe el lector este resultado aplicando el binomio de Newton.

19. Determinar los nimeros complejos = tales que su cuadrado es igual a su conjugado.

SOLUCION:

Se debe resolver la ecuacién 2? = 3.

Si z = pe'? se tiene T = pe~¥; por tanto, z* = 7 equivale a p?e** = pe™? de donde
se obtiene pe*'? =1,

Puesto que c3“| = 1, se debe tener p = 1 y por tanto, z = e'’.

Se resuelve ¢ = 2% = 1, es decir se calculan las raices ctibicas de la unidad.

Como 1 = (1,0) se tienen las soluciones siguientes
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Z1=(1,0)=1
2% . O - 1. .43
= 1'—— = — — g
2 ( 3) cos3+zsen3 2+z2
4 7
=*=(1'%)=°“§+‘56“5§==‘§“‘{§

20. Hallar los niimeros complejos z tales que z° — 92* +8 = (.

SOLUCION:

Sea z* = t. La ecuacidn se convierte en
P -0t48=0

que tiene como solucionest =1yt =8,

Se resuelven ahora z* = 1 y z* = 8. Se trata pues de hallar las raices ctibicas de 1 y
de 8; para ello, expresaremos estos nimeros en forma modulo-argumental.

Puesto que la forma médulo-argumental de 1 es (1,0) sus raices ciibicas son

9 4
% = (1,0) 3 = (1-5’5) - (1,-31)

Por ser 8 = (2%,0) se tiene que las raices ciibicas de 8 son

2 4
Z] = (2,0) = (2,—31:) 23 = (2,%)

292. Se considera un circuito de corriente alterna, de frecuencia w, formado por una resistencia,
una bobina y un condensador. Se define la impedancia de dicho circuito como el nimero

complejo
:=R+ (Lw £ C—L):

donde R es la resistencia medida en ohmios, L es la induccién de la bobina medida en
henrios y C es la capacidad del condensador medida en faradios.

Si la fuerza electromotriz es E = Eqsenwt, la intensidad del circuito es I = g Se pide:

a) Hallar el dngulo que forman los vectores I y E, llamado dngulo de desfase.
b) Para un valor fijo de R, hallar la relacién que debe existir entre L y C para que el
circuito sea “resonante” (la intensidad sea maxima).

SOLUCION:

a) Podemos poner el niimero complejo z en la forma z = |z ¢'¥, donde ¢ es el argumento

1 \?
.=1f 2 -y
de z y |z R +(Lw Cw)

Como I = %, I y E estén desfasados el dngulo ¢, ya que I = Tlf-' &
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b) Para que la intensidad sea mdxima, debe ser |2| minimo. Puesto que R estd fija, esto

. 1 g
se consigue con Lw = ——, es decir LC' = —.
w

Cw

En esta situacion el dngulo de desfase es p =0 e [ = g

NoTA: En un circuito resonante, la bobina y el condensador se “compensan”.

25. a) Calcular sen 3, cos 3y en funcion de las razones trigonométricas de y, donde ¢ € IR.
b) Obtener cos® ¢ en una férmula que no contenga potencias de razones trigonométricas.

SOLUCION:

a) Elevando al cubo e'?

(e""’)3 = (cosp +isengp)

se obtiene, por la férmula de De Moivre,

%% = cos 3y + isen 3y = (cosp + isen )’
Utilizando el desarrollo del binomio de Newton se tiene
(cos +isen)’ = cos® p + 3i cos? psen — 3cos psen? p — isen® .

Igualando las partes reales e imaginarias

cos 3 = cos® p — 3cosysen’ @

sen3p = 3cos® psenp —sen’

b) De la igualdad obtenida en el apartado anterior
cos 3y = cos® p — 3cos @ sen’ @;
teniendo en cuenta sen?y = 1 — cos® ¢, se obtiene
c0s 3p = cos® p — 3cos (1 — cos’y) .
Por tanto, despejando cos® ¢
cos 3y + 3 cos
cos®p = dy ; e
26. Calcular
a) log(3 + 31) b) itost
SOLUCION:
a) El nimero complejo 3 4 3i en forma médulo-argumental es (3\/ﬁ, ;-) ; por tanto,

log (3 + 3i) = log 3V2 +1 G + m)

5 i h 2
b) La expresion se puede escribir como tlogn = ¢logi-logi _ ¢(logi)

Pero al ser 1 = (1,%)

logi = log1 +i(% +2k:r) =i (% +2kn-)

Por tanto, .
ogi _ ofi (5 +2kx))" _ o~ (5 +2%n)"
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PROBLEMAS PROPUESTOS

12. Caleular

21222324
21 +z3t2z3 424
b) L4i+42 4.0 4%,

siendozy =i, nn=—1,z3=1yzg=1-1.

13. Caleular
a)(1-2i)° b) (2 - 2)°

14. a) Expresar en forma médulo-argumental los complejos zy = 3 + 3i y z3 = 4.

b) Expresar en forma binémica el complejo z = (\/ﬁ, %)

. > . 3-2a
17. Dado a € € se considera el nimero complejo = = =3
-~ 3i
Determinar a para que z verifique, en cada caso, que
a) Sea un niimero imaginario puro.
b) Sea un mimero real.

c) Esté sobre la bisectriz del primer cuadrante.

20. Hallar los nimeros complejos = tales que '% — 2:° +1 = (.

23. Obtener sen 5y y cos 5y en funcidn de las razones trigonométricas de ¢ € IR.
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